Hrvoje Gotovac
                                              Proračun rubnih protoka u čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom


1. Zadatak

Koristeći Galjerkinovu nejaku formulaciju i tehniku konačnih elemenata treba napraviti postupak izračunavanja rubnih protoka u čvorovima s zadanim prisilnim rubnim uvjetom. Prvi korak je prikazati postupak na uvodnim 1 – D primjerima običnih linearnih diferencijalnih jednadžbi s konstantnim koeficijentima koje imaju rješenje u zatvorenom analitičkom obliku. Nakon toga postupak treba primijeniti na rješavanje 2 – D problema. Neka se odaberu jednadžbe provođenja, te postupak primijeni na programsko rješenje MODEL02 koje sustav u štednom obliku rješava klasičnom Gaussovom eliminacijom i na MODEL03 koji sustav rješava frontalnim postupkom prikladnim za konačne elemente.

2. 1 – D analiza

Koristeći Galjerkinovu proceduru diferencijalna jednadžba nekog problema prevede se u integralnu nejaku formulaciju u slučaju da se rješenje prikaže pomoću linearne kombinacije odgovarajućeg broja baznih ili oblikovnih funkcija. Test funkcije se odaberu tako da budu identične kao oblikovne funkcije. Na taj način generalno gledajući kontinuirani sustav s beskonačno stupnjeva slobode prevede se u diskretni sustav s konačnim brojem stupnjeva slobode, a taj broj je jednak broju odabranih oblikovnih funkcija. Taj diskretni sustav je predstavljen matricom koja općenito nije regularna. Da bi sustav postao regularan, potrebno je uvrstiti rubne uvjete. Nejaka formulacija “brine” o prirodnim rubnim uvjetima tako da se ti rubni uvjeti jednostavno uvrste u integrale po dijelu ruba na kojem je definiran prirodni rubni uvjet (tok funkcije rješenja u smjeru vanjske normale). 

Na preostalom dijelu ruba barem u jednoj točki mora biti zadan prisilni rubni uvjet (vrijednost funkcije rješenja). Jednadžbe koje pripadaju čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom su linearno zavisne s ostalim jednadžbama i moraju biti “zapamćene” i zamijenjene s novim jednadžbama iz kojih se direktno može izračunati zadana vrijednost rješenja u tim čvorovima. Sustav je onda regularan i mogu se izračunati nepoznanice u svim čvorovima područja. No, kako izračunati rubne protoke u čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom? Naime, “zapamćene” jednadžbe opisuju ravnotežu ili održanje količine ekstenzivnog polja u čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom. Pošto su nepoznanice pronađene jedino je još u tim jednadžbama nepoznat integral po dijelu granice s prisilnim rubnim uvjetom. Izračunavanje tog integrala predstavlja rubni protok u čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom što i jest zadatak ovog seminarskog rada. Ovisno o problemu koji se analizira rubni integral ima različitu fizikalnu interpretaciju: za tok podzemne vode – protok, za strukturnu mehaniku – sila, za provođenje topline – količina toplinskog toka, itd… Generalno, rubni integral predstavlja reakcije okoline na područje kojeg modeliramo, pa je to ujedno uobičajeni naziv u literaturi. U svakom slučaju reakcije - protoci moraju biti u ravnoteži s protocima kroz granicu s prirodnim rubnim uvjetom i mogućom produkcijom polja na području.

PRIMJER 1:

Kao uvodni primjer za objašnjenje postupka izračunavanja rubnih protoka u čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom uzeta je obična diferencijalna jednadžba 
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 s prisilnim rubnim uvjetima x=0; u=0,  x=1; u=0. Primjer (Jović, 1993) je uzet iz osnovne literature (primjer 1.25, str 83). Nejaka formulacija problema je dobivena na slijedeći način:
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Pomoću parcijalne integracije i GGO poučka se dobije:
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Nakon preuređenja gornjeg izraza slijedi:
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Izrazu (1) mogu se pridodati razna fizikalna značenja. Ako na primjer odabrana jednadžba opisuje ravnotežu lančanice na elastičnoj podlozi s linearno raspodijeljenim vertikalnim opterećenjem, onda izraz (1) prikazuje jednadžbu rada koja kaže da je ukupni rad vanjskih  (desna strana) i unutrašnjih sila (lijeva strana) jednak nuli. Zadnji član na desnoj strani ili rubni integral kako je prije nazvan predstavlja rad vanjske sile – reakcije na rubovima područja ili u osloncima. Ako se primjeni Galjerkinova formulacija virtualnog rada u izvornom obliku onda je test vektor jednak varijaciji rješenja što znači da se test vektor poništava na rubu područja, tj. ne prekida kinematičke veze i rubni integral je jednak nuli, pa se ne treba niti promatrati u vektoru desne strane. Ali, kako onda izračunati vanjske sile ili općenito reakcije? 

Galjerkinova formulacija izabire test funkcije kao varijacije približnog rješenja:
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Uvodeći oblikovne i test funkcije u izraz (1):
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 EMBED Equation.3  [image: image8.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]
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Globalni sustav jednadžbi je:
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(2)

Formalnom zamjenom globalne baze s linearnim oblikovnim funkcijama konačnog elementa, matrica i vektor desne strane kon. elementa su: 
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Za dani primjer, evo sustava jednadžbi za pet linearnih konačnih elemenata i šest čvorova:
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Globalni sustav nije regularan jer mu nisu dodani prisilni rubni uvjeti. Prisilni rubni uvjeti se dodaju na način da se jednadžbe u tim čvorovima zamijene s novim jednadžbama iz kojih se direktno računaju vrijednosti rješenja za taj čvor. U ovom slučaju jednostavno se prva i šesta jednadžba zamijene tako da se na desnoj  strani stavi vrijednost rješenja u tom čvoru, a elementi matrice u pripadajućem retku za taj čvor se ponište s nulom, osim dijagonalnog člana koji mora biti jednak jedinici. Sada sustav ima oblik:
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Iz prve i šeste jednadžbe direktno se izračunavaju koeficijenti za rubne čvorove koji su jednaki vrijednostima funkcije rješenja u tim čvorovima. Postavlja se pitanje zašto zadnji član u izrazu (2) na desnoj strani nije pridodan vektoru desne strane? U jednadžbama koje pripadaju čvorovima s prisilnim rubnim uvjetima taj član ima neku konačnu vrijednost (X1 i  X6) dok se u ostalim jednadžbama poništava. Pošto navedene jednadžbe zamjenjujemo s novim jednadžbama u sustavu više nema doprinosa tog člana i on se u te svrhe može zanemariti. Sustav je regularan i daje slijedeća rješenja koja se u usporedbi s točnim rješenjima veoma dobro podudaraju:
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Očito da Galjerkinova formulacija virtualnog rada vrijedi svugdje osim u čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom. Pošto pripadajuće jednadžbe eliminiramo dani sustav je matematički i fizikalno korektno riješen. No, ako eliminirane jednadžbe zapamtimo, nakon izračunavanja nepoznanica mogu se izračunati članovi X1 i X6 koji predstavljaju rad vanjskih sila na jediničnom pomaku jer je test funkcija u rubnom čvoru jednaka jedinici. Rad na jediničnom pomaku jednak je upravo vanjskoj sili koja se traži. Na taj način članovi X1 i  X6 su jednaki vanjskim silama ili reakcijama u osloncima: 
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Kako je inače uobičajeno u mehanici globalno vrijedi ravnoteža sila na području koje se promatra. Dakle, reakcije su u ravnoteži s djelovanjem vanjskog opterećenja na području:
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Ravnoteža sila je globalno zadovoljena. Male razlike između lijeve i desne strane su posljedica relativno malog broja uzetih konačnih elemenata. S većim brojem elemenata bolje bi se opisalo rješenje i pripadajuće reakcije. Očito da reakcije mogu poslužiti kao kriterij ocjene kvalitete rješenja.

PRIMJER 2:

Uzima se u razmatranje advekcijsko – disperzijska jednadžba u slijedećem obliku:
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Rubni uvjeti i točno analitičko rješenje je:
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Varijabla c je koncentracija, a parametar b je jednak kvocijentu difuzije i brzine, te je njegova fizikalna dimenzija metar. Fizikalna interpretacija ovog parametra bila bi da je on jednak longitudinalnoj disperziji u slučaju da je molekularna difuzija zanemariva u odnosu na disperziju što je čest slučaj, kao npr. za pronos zagađenja u podzemlju kada postoji jednolik tok s brzinom - u.
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Nejaka formulacija problema dobiva se na slijedeći način:
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U gornjem izrazu korišteno je pravilo derivacije složene funkcije i GGO poučka:
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Opet se primjenjuje Galjerkinova nejaka formulacija:
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Globalni sustav i vektor desne strane imaju slijedeći oblik:
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Uvrštenjem prisilnih rubnih uvjeta kao u prošlom primjeru dobiva se regularan sustav iz kojeg se izračunaju nepoznati koeficijenti. Reakcije su u ovom slučaju:
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te se izračunavaju na isti način kao i prije. Da bi se riješio ovaj problem na temelju programa “Pribfun” (Jović, 1993) napravljen je program “Galjerkin” u Fortranu koji navedenu proceduru izvodi tako da se domena podijeli na N linearnih konačnih elemenata i N+1 čvorova. U prvom i N+1 – om čvoru uvedu se navedeni prisilni rubni uvjeti. Nakon toga se računaju reakcije iz “zapamćene” dvije jednadžbe. Jednadžbe se pamte u poljima APRESC i BPRESC. Polje INDPRESC služi za indeksiranje čvorova u kojima je zadan prisilni rubni uvjet. U naredbi PARAMETER vrlo se lako mogu mijenjati određeni parametri i tako rješavati mnoge varijacije ovog problema. Pošto je sustav tridijagonalan i pojasan koristi se potprogram TRIDI koji rješava sustav u štednom obliku klasičnom Gaussovom eleminacijom. Pri tome treba paziti na indekse polja AGLOB u procesu asembliranja i u procesu izračunavanja reakcija za polje APRESC. 

U potprogramu ELEMNT računa se matrica i vektor desne strane konačnog elementa. Iako će se koristiti elementi jednake duljine, program se može lako prilagoditi elementima proizvoljne duljine jer je potprogram općenito napisan. Reakcije su na rubovima jednake i suprotnog predznaka jer nema vanjskog opterećenja, pa se moraju međusobno uravnoteživati. Ovakvo rješenje reakcija će biti praktički isto u programskom rješenju MODEL02 za 2 –D probleme.

PROGRAM GALJERKIN

C

C     program za priblizno rjesavanje advekcijsko-disperzijske jednadzbe

C     Galjerkinovom nejakom formulacijom koristeci tehniku konacnih 

C     elemenata i linearne bazne funkcije:

C            2      2

C           d c / dx  - (1/b) dc / dx = 0

C

C     parametar NELEM je broj elemenata, moze se mijenjati

      PARAMETER (NELEM=160)

      PARAMETER (NGLOB=NELEM+1,NLOC=2,NDIAG=3,LBAND=2,BB=0.1,NPRESC=2)

C     deklaracija polja

      INTEGER VEZE(NLOC,NELEM),INDPRESC(NPRESC)

      REAL AGLOB(NGLOB,NDIAG),BGLOB(NGLOB),APRESC(NPRESC,NDIAG),

     .     BPRESC(NPRESC)

      REAL AELEM(NLOC,NLOC),BELEM(NLOC),REAC(NPRESC),PRESC(NPRESC)

      DATA INDPRESC /1,NGLOB/

      DATA PRESC /0.0,1.0/

C

C     compiler postavlja sve vrijednosti na nulu

C

C     definiranje tablice veza

      DO 1000 IELEM=1,NELEM

      VEZE(1,IELEM)=IELEM

1000  VEZE(2,IELEM)=IELEM+1

C

C     koordinate cvorova prvog elementa

      X1=0.

      DL=1./FLOAT(NELEM)

      X2=DL

C

C     petlja preko svih elemenata

      DO 5000 IELEM=1,NELEM

C

C     izracunaj matricu i vektor konacnog elementa

      CALL ELEMNT(NLOC,AELEM,BELEM,X1,X2,BB)

C

C     postupak slaganja globalne matrice i vektora

C     (globalna matrica je u stednom obliku)

      DO 200 L=1,NLOC

      J=VEZE(L,IELEM)

      BGLOB(J)=BGLOB(J)+BELEM(L)

      DO 200 K=1,NLOC

      I=VEZE(K,IELEM)

200   AGLOB(J,I-J+LBAND)=AGLOB(J,I-J+LBAND)+AELEM(K,L)

C     koordinate slijedeceg elementa

      X1=X1+DL

      X2=X1+DL

5000  CONTINUE

C     uvrstenje prisilnih rubnih uvjeta

      DO I=1,NDIAG

      APRESC(1,I)=AGLOB(INDPRESC(1),I)

      AGLOB(INDPRESC(1),I)=0.0

      APRESC(2,I)=AGLOB(INDPRESC(2),I)

      AGLOB(INDPRESC(2),I)=0.0

      END DO

      AGLOB(INDPRESC(1),LBAND)=1.0

      AGLOB(INDPRESC(2),LBAND)=1.0

      BPRESC(1)=BGLOB(INDPRESC(1))

      BPRESC(2)=BGLOB(INDPRESC(2))

      BGLOB(INDPRESC(1))=PRESC(1)

      BGLOB(INDPRESC(2))=PRESC(2)

C

C     rjesenje sustava

C     ( nepoznanice se vracaju u polju BGLOB )

      CALL TRIDI(NGLOB,AGLOB,BGLOB,0)

C     proracun reakcija, tj. rubnih dotoka u cvorovima u kojima je 

C     definiran prisilni rubni uvjet

      DO I=1,NPRESC

      REAC(I)=-BPRESC(I)

      II=INDPRESC(I)

      DO J=1,NDIAG

      IF (APRESC(I,J).NE.0.0) REAC(I)=REAC(I)+APRESC(I,J)*

     .                                BGLOB(J-LBAND+II)      

      END DO

      END DO

C     ispis rezultata

      OPEN(UNIT=1, FILE='OUTA8.DAT', STATUS='UNKNOWN')

      X = -DL

      WRITE(1,*) ' KONCENTRACIJE U CVOROVIMA'

      DO I=1,NGLOB

      X=X+DL

      WRITE(1,1) X, BGLOB(I)

1     FORMAT (2F35.25)

      END DO

      WRITE(1,*) ' RUBNI DOTOCI'

      DO I=1,NPRESC

      WRITE(1,2) I, REAC(I)

2     FORMAT (I10,F35.25)

      END DO

C

      STOP

      END

C

      SUBROUTINE ELEMNT(N,A,B,X1,X2,BB)

C

      DIMENSION A(N,N),B(N)

C     izracunavanje matrice i vektora konacnog elementa

      A(1,1)=-1./(X2-X1) - (1./BB)*(1./(X2-X1)**2)*

     +       (X2**2/2.-X1*X2+X1**2/2.)  

      A(1,2)= 1./(X2-X1) + (1./BB)*(1./(X2-X1)**2)*

     +       (X2**2/2.-X1*X2+X1**2/2.)

      A(2,1)= 1./(X2-X1) - (1./BB)*(1./(X2-X1)**2)*

     +       (X2**2/2.-X1*X2+X1**2/2.)

      A(2,2)=-1./(X2-X1) + (1./BB)*(1./(X2-X1)**2)*

     +       (X2**2/2.-X1*X2+X1**2/2.)          

C

      B(1)=0.0

      B(2)=0.0

C

      RETURN

      END

C

        SUBROUTINE TRIDI(N,A,B,KAKO)

C     potprogram za rjesavanje trodijagonalnog sustava

C     linearnih jednadzbi

        DIMENSION A(N,3),B(N)

C       Faktorizacija ( A=L*U )

C       KAKO= 1 ranije izvrsena faktorizacija!

        IF(KAKO.EQ.1) GO TO 2

        A(1,3)=A(1,3)/A(1,2)

        DO 1 I=2,N

        A(I,2)=A(I,2)-A(I,1)*A(I-1,3)

1       A(I,3)=A(I,3)/A(I,2)

2       CONTINUE

C       rjesenje

        B(1)=B(1)/A(1,2)

        DO 3 I=2,N

3       B(I)=(B(I)-A(I,1)*B(I-1))/A(I,2)

        NN=N-1

        DO 4 K=1,NN

        I=N-K

4       B(I)=B(I)-A(I,3)*B(I+1)

        RETURN

        END

Kao što se vidi proračun je ovisan o vrijednosti parametra b. U ovom primjeru uzeto je b=0.1. Generalno, manja vrijednost ovog parametra uzrokuje veći gradijent koncentracije neposredno prije ruba x=1 i samim time veći utjecaj numeričke disperzije koja na umjetan, numerički način povećava tranzicijsku zonu. Također, ovisno o primjeni pojedinog numeričkog postupka dolazi do pojave numeričkih oscilacija, odnosno koncentracije ne ispunjavaju min – max svojstvo, tj. u nekim točkama su manje od nule ili veće od jedan što je fizikalno nemoguće. Numerički kriterij koji opisuje utjecaj numeričke disperzije je Pecletov broj:
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gdje je (x duljina svakog elementa, a N je broj konačnih elemenata. Teoretski, kada Pe(0, približno rješenje konvergira ka točnom rješenju. Numerički, za Pe(1 prisutan je znatan utjecaj numeričke disperzije i rješenje je nestabilno i pod utjecajem znatnih oscilacija. U tablici 1 je prikazan utjecaj Pecletovog broja na proračun reakcija.

	Broj elemenata – N
	Pecletov broj
	Reakcija – X

	5
	1.0
	0.00000000

	6
	0.83
	0.00000564

	10
	0.50
	0.00016935

	20
	0.25
	0.00036563

	40
	0.125
	0.00043076

	80
	0.0625
	0.00044813

	160
	0.03125
	0.00045255


Tablica 1. Utjecaj Pecletovog broja na proračun reakcija.

U tablici 1 se vidi da se za Pe(1 uopće ne mogu proračunati reakcije jer je rješenje također jako loše. Samo dakle za Pe<1 reakcije se mogu izračunati. Tek za Pe<0.25 reakcije su izračunate s većom točnošću. Opet, istina sada mnogo argumentiranije, može se reći da su reakcije vrlo dobar kriterij ocjene točnosti dobivenog rješenja. Na slici 1 i 2 prikazano je rješenje s 10 i 40 elemenata. Primjećuje se da se već sa 40 elemenata dobije praktički točno rješenje. Isti zaključak se može donijeti iz proračuna reakcija iz tablice 1.
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Slika 1. Približno rješenje s 10 elemenata.
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Slika 2. Približno rješenje s 40 elemenata.

3. Galjerkinova nejaka formulacija za jednadžbu provođenja

Nestacionarna diferencijalna jednadžba provođenja dana je u slijedećem obliku:
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(4)

gdje su c i k karakteristike medija, u je rješenje problema, a f je produkcija na području. Ovisno o fizikalnim karakteristikama problema kojeg proučavamo drugačiji je opis navedenih parametara. Na primjer, za tok podzemne vode u poroznom mediju c je koeficijent skladištenja ili storativnost, k je tenzor hidrauličke propusnosti, dok je u potencijal ili piezometrarska visina. Varijabla f nema direktnu interpretaciju, ali bi se u nekom modificiranom obliku mogla prevesti kao količina crpljenja ili prihranjivanja po jediničnom volumenu. Primjenom GGO poučka kao i ranije može se diferencijalna jednadžba prevesti u nejaku formulaciju provođenja:
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(5)
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(6)

Zadani su općenito mješoviti rubni uvjeti, na granici (1 prisilni rubni uvjet, a na granici (2 prirodni rubni uvjet. Približno rješenje je dano u slijedećem obliku:
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Koristi se Galjerkinova formulacija:
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Matrica i vektor desne strane sustava se dobiju uvrštenjem (7) i (8) u izraz (6):
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gdje je 
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[image: image42.wmf]G

F

=

W

F

=

ò

ò

W

G

d

q

Q

d

f

F

s

s

s

s

2

;

 su vektori vanjskog opterećenja i rubnog dotoka na dijelu granice s prirodnim rubnim uvjetom, dok je 
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vektor reakcija ili rubnih dotoka (Hinton i Owen, 1979) na dijelu granice s prisilnim rubnim uvjetom.

Promatraju se u ovom radu stacionarna programska rješenja MODEL02 i MODEL03, pa se kapacitivna matrica ne uzima u razmatranje. Na taj način sustav (10) se svodi na sustav linearnih jednadžbi koji se riješi po nepoznanicama ur. Taj sustav je singularan zbog toga što nisu uvršteni pripadajući rubni uvjeti. Prirodni rubni uvjeti ili tok funkcije rješenja na dijelu granice (2 uvodi se u vektoru rubnih dotoka pomoću veličine toka - q. Općenito se tok može zadati tako da bude varijabilan po rubu, a u rješenjima MODEL02 i MODEL03 postoji restrikcija da je q konstantno po rubovima elementima, ali je opet tok varijabilan na cijelom rubu. Veličina toka na rubu – q svojim predznakom jasno pokazuje u kojem smjeru je prisutan tok. Naime, negativna vrijednost varijable q znači da je tok usmjeren iz područja prema rubu (dakle gubitak mase), dok pozitivna vrijednost kaže da je tok usmjeren prema području kojeg modeliramo (masa ulazi u područje). No, i dalje je sustav singularan i treba uvrstiti prisilne rubne uvjete.

 Prisilni rubni uvjeti se uvode tako da se za sve čvorove ruba (1 pripadajuće jednadžbe “zapamte” i zamijene s novim jednadžbama iz kojih se direktno mogu izračunati vrijednosti funkcije rješenja u tim čvorovima. U preostalim jednadžbama koje su ostale nepromijenjene vektor reakcija je jednak nuli zbog svojstava odabranih test funkcija koje ne kidaju kinematičke veze i poništavaju se na rubu (1, pa vektor reakcija X ne ulazi u sustav (10) koji nakon uvrštenja svih rubnih uvjeta postaje regularan i riješi se po nepoznanicama ur. Nakon toga iz “zapamćenih” jednadžbi jednostavno se mogu izračunati reakcije ili rubni dotoci (izraz 11) u čvorovima u kojima je zadan prisilni rubni uvjet. Pripadajuće test funkcije se ne poništavaju i vektor reakcija egzistira samo u ovim čvorovima. Pošto u Galjerkinovoj formulaciji metode konačnih elemenata bazne i test funkcije imaju svojstvo da je u svakoj točki područja njihov zbroj jednak jedinici, fizikalna interpretacija izraza (11) kaže da su reakcije zapravo rubni dotoci na tom dijelu ruba. Vrlo je bitno naglasiti da neka druga formulacija koja ne bi nužno vodila o svemu navedenom računa, promijenila bi interpretaciju reakcija i ovakav proračun ne bi bio moguć. S druge strane i formalni zapis vektora Q i X govori da imaju isti oblik i istu fizikalnu interpretaciju. Na kraju, uvjet ravnoteže protoka na cijelom području mora i dalje vrijediti, pa zbroj protoka Q, F i X mora biti jednak nuli.

4. MODEL02

Stacionarno programsko rješenje MODEL02 (Jović, 1993) rješava navedene jednadžbe provođenja koristeći numeričku biblioteku Konelib. Rješenje može koristiti po volji korisnika različite tipove elemenata (1 – D, 2 – D i 3 – D), tenzor provođenja ima sve komponente i na elementu je konstantan, produkcija je varijabilna, ali konstantna na elementu, prirodni rubni uvjet, tj. tok funkcije rješenja je varijabilan, ali konstantan na elementu, te se prisilni rubni uvjeti zadovoljavaju točno u čvorovima na dijelu ruba na kojem su specificirani. U ovoj točki će se dodati proračun reakcija ili rubnih protoka u čvorovima u kojima je zadan prisilni rubni uvjet.

Rješenje se provodi praktički potpuno isto kao u programu Galjerkin.  Razlog tome je što se sustav (10) asemblira i zapisuje u štednom obliku i rješava klasičnom Gaussovom eliminacijom što znači da se nule van pojasa matrice ne memoriraju. Prikazat će se samo dijelovi programa u kojima su izvršene zamjene radi proračuna reakcija. U uvodnom include fileu Model02.inc uvode se nova polja potrebna za proračun reakcija. Kao i prije polje INDPRESC brine o indeksima čvorova u kojima je zadan prisilni rubni uvjet. Polja APRESC i BPRESC služe za memoriranje eliminiranih jednadžbi u čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom.

C

C
Design of COMMON blocks for MODEL02

C

C

by Prof. dr. Vinko Jovic

C

C
maximal parameters

C

      PARAMETER (MXDIME=2,MXELND=8,MXEDGN=3)


  PARAMETER (MXNODE=300,MXEQUA=MXNODE,MXELEM=250)

      PARAMETER (MXBAND=30,MXDIAG=2*MXBAND-1,MXGLOB=MXEQUA*MXDIAG)


  PARAMETER (MXMATE=10,MXPROP=MXDIME*MXDIME)


  PARAMETER (MXPRES=100,MXQFLX=MXNODE-MXPRES,MXEDGE=50)


  PARAMETER (LUNINP=1,LUNOUT=2)

C

C
MXDIME - max dimensionality of space

C
MXELND - max number of nodes per element

C
MXEDGN - max number of nodes per edge of element

C
MXNODE - max number of nodal points

C
MXEQUA - max number of equations

C
MXELEM - max number of elements

C
MXBAND - max band width

C
MXDIAG - max number of diagonals in global matrix

C     MXGLOB - max number of global matrix coeff.

C
MXMATE - max number of materials

C
MXPROP - max number of material properties

C
MXPRES - max number of prescribed nodal potentials

C
MXQFLX - max number of prescribed nodal fluxes

C     MXEDGE - max number of boundary edge fluxes

C

C
LUNINP - logical unit number for input file

C
LUNOUT - logical unit number for output file

C

C
arrays:

C

C
COORDS -coordinates X1,X2

C
PROPER -material properties (Kij conductivity tensor components)

C
ECOORD -coordinates of element nodes

C
ELMMTX -element matrix

C
ELMRHS -element right side vector

C
GLOBAL -global system matrix

C
RHSIDE -global system right hand side vector and solution vector

C
CONECT -connectivities of elements

C     EDGNOD - list of edge nodes (edge connectivities)

C     PRODUC - value of production on elements

C
NODTYP -type of nodes 

C

  (0=simple node,1-prescr. potential,2-presc. nodal flux)

C
PRESCR - values of prescribed potential and prescr. nodal flux

C
MATELM - material types for each element

C     EDGFLX - flux value for boundary edge

C     EDGRHS - vector of edge nodal fluxes

C
INDPRESC - vector that represents index of prescribed potential 

C                nodes

C     APRESC - coefficients of equations that belongs to prescribed 

C              poteential nodes 

C     BPRESC - elements of right side of equations that belongs to 

C              prescribed potential nodes

C     REAC - generally reactions, or for instance in groundwater flow

C          problems, flow rate in the prescribed potential nodes

        REAL COORDS(MXNODE,MXDIME),PROPER(MXPROP,MXMATE)


  REAL ECOORD(MXDIME,MXELND)


  REAL ELMMTX(MXELND,MXELND),ELMRHS(MXELND)


  REAL GLOBAL(MXGLOB),RHSIDE(MXEQUA),APRESC(MXPRES,MXDIAG)

        REAL BPRESC(MXPRES)


  REAL PRESCR(MXNODE),PRODUC(MXELEM),REAC(MXPRES)

  INTEGER CONECT(MXELND,MXELEM),EDGNOD(MXEDGN,MXEDGE)


  INTEGER NODTYP(MXNODE),MATELM(MXELEM), INDPRESC(MXPRES)

        REAL EDGFLX(MXEDGE),EDGRHS(MXEDGN)

C


  COMMON /MDL2C1/ COORDS,PROPER,ECOORD,PRESCR,NODTYP


  COMMON /MDL2C2/ CONECT,ELMMTX,ELMRHS,MATELM,PRODUC


  COMMON /MDL2C3/ GLOBAL,RHSIDE,APRESC,BPRESC,INDPRESC,REAC


  COMMON /MDL2C4/ EDGFLX,EDGNOD,EDGRHS

C

C
actual parameters

C

C
NONODE - actual number of nodal points

C
NOEQUA - actual number of equations

C
NOELEM - actual number of elements

C
NOELND - actual number of nodes per element

C
NOBAND - actual band width

C
NODIAG - actual number of diagonals in global matrix

C
NOMATE - actual number of materials

C
NOPROP - actual number of material properties

C
NOPRES - actual number of prescribed nodal potentials

C
NOQFLX - actual number of prescribed nodal fluxes

C     NOEDGE - actual number of edges width prescribed edge flux

C     NOEDGN - actual number of edge nodes

C


  COMMON /MDL2C5/ NONODE,NOEQUA,NOELEM,NOELND,NOBAND,NODIAG,

     :                NOMATE,NOPROP,NOPRES,NOQFLX,NOEDGE,NOEDGN

C

$INCLUDE: 'KONELIB.INC'

C

U potprogramu Setbdc se uvrštavaju rubni uvjeti. Treba razlikovati tri faze. Prva faza je uvrštenje prirodnih rubnih uvjeta u obliku diskretnih dotoka u čvorove na dijelu ruba (2 tako da se taj doprinos pridoda vektoru desne strane. Druga faza je uvrštenje prirodnih rubnih uvjeta u obliku raspodijeljenih tokova u čvorove na dijelu ruba (2 tako da se taj doprinos kao i prije pridoda vektoru desne strane. Treća faza je uvrštenje prisilnih rubnih uvjeta. Kao i u rješenju Galjerkin u čvorovima na dijelu ruba (1 pripadajuće jednadžbe se prepisuju u polja APRESC i BPRESC i zamjenjuju s novim jednadžbama. Nove jednadžbe imaju u pripadajućem retku nule, osim na dijagonali gdje se stavlja jedinica. Član desne strane se mijenja s vrijednosti funkcije rješenja u tom čvoru. Iz tih jednadžbi moguće je direktno naći pripadajuće nepoznanice. Bilo bi moguće te jednadžbe kondenzirati iz sustava i time smanjiti veličinu sustava i broj jednadžbi. Taj postupak je kompjuterski mnogo zahtjevniji od ovdje navedenog jer se cijeli sustav jednadžbi mora prenumerirati i napraviti statistika zamjene indeksa. S druge strane dobitak je isključivo u memorijskom prostoru. Kod velikog broja čvorova i elemenata broj odbačenih jednadžbi je malen i dobitak nije značajan, posebno kod današnjih moćnih računala (gotovo uobičajeno se koristi 512 MB DDRAM – a). Kod manjih problema broj odbačenih jednadžbi je značajan, ali tada cjelokupni problem i nije bitan sa stanovišta memorije. Zbog toga se nije išlo u numeričke egzibicije ovog tipa.


SUBROUTINE SETBDC(N,M,A)

C

C
set the boundary conditions

C

$INCLUDE: 'MODEL02.INC'

C

C     N - number of equations in global matrix

C     M - number of diagonals in global matrix

C     A - array of assembled banded global matrix

C

C     Notice:

C       To access properly organised global matrix

C       in arrays GLOBAL we need to pass

C       the size and address by reference through the 

C       parameter list.

C       To avoid missmatch with GLOBAL name,

C       visible form COMMON blocks, we must use different name

C       i.e. A.

C


REAL A(N,M)

C

C
at first apply prescribed nodal fluxes

C     (superposition to the global right hand side vector)

C


DO 100 INODE = 1,NONODE


IF(NODTYP(INODE).NE.2) GO TO 100


RHSIDE(INODE)=RHSIDE(INODE)+PRESCR(INODE)

100
CONTINUE

C

C
at second compute edge nodal vector for prescribed boundary 

C     flux

C     (superposition to the global right hand side vector)

C


IF(NOEDGE.EQ.0) GO TO 110

C     prepare all shape functions, derivatives and coordinates

C     for the edge, for all Gauss points

      NGAUSK=0

      IF(NODIME.EQ.2) NGAUSJ=0


NGAUSS=NGAUSI


IF(NODIME.EQ.3) NGAUSS=NGAUSS*NGAUSJ

      CALL GSBAZA(LEDGTP,NOEDGN,NODIME-1,NGAUSI,NGAUSJ,NGAUSK,NGAUSS,

     :            SHAPEF,SDERIV, ZETAG)

C     loop over all boundary edges:


DO 111 IEDGE = 1,NOEDGE

C     copy edge nodal coordinates


CALL EDGCOP(IEDGE)

C     compute vector of edge nodal fluxes

      CALL IZOFLX(NOEDGN,NODIME,NODIME-1,NGAUSI,NGAUSJ,NGAUSS,SHAPEF,

     :            SDERIV,ECOORD,EDGFLX(IEDGE),EDGRHS,DJACOB)

C     assembe it into global vector

      DO 111 LEDGN=1,NOEDGN

      INODE=EDGNOD(LEDGN,IEDGE)


RHSIDE(INODE)=RHSIDE(INODE)+EDGRHS(LEDGN)

111
CONTINUE

110   CONTINUE

C

C
at third apply prescribed nodal potentials

C     (we simple replace old equation by new one)

C


NP=0

      DO 101 INODE = 1,NONODE


IF(NODTYP(INODE).NE.1) GO TO 101


NP=NP+1


INDPRESC(NP)=INODE


BPRESC(NP)=RHSIDE(INODE)

      RHSIDE(INODE)=PRESCR(INODE)


DO 102 IDIAG = 1,NODIAG


APRESC(NP,IDIAG)=A(INODE,IDIAG)

102
A(INODE,IDIAG)=0.


A(INODE,NOBAND)=1.

101
CONTINUE

C


RETURN


END

U konačnici u potprogramu Solver nakon rješavanja sustava (10) pomoću potprograma Bandsol, na osnovi nađenih nepoznanica (RHSIDE) traže se reakcije iz prije zapisanih jednadžbi u poljima APRESC i BPRESC. Treba obratiti pažnju na indekse u poljima jer je sustav prikazan u štednom obliku.


SUBROUTINE SOLVER

C

$INCLUDE: 'MODEL02.INC'

C

C     pass the parameters to banded solver routine

C


CALL BANDSOL(GLOBAL,RHSIDE,NOEQUA,NOBAND)

C

C     calculate reactions or flow rate in the prescribed potential nodes C     (nodes with known potential)

C

      DO I=1,NOPRES


REAC(I)=-BPRESC(I)


II=INDPRESC(I)


DO J=1,NODIAG


IF (APRESC(I,J).NE.0.0) REAC(I)=REAC(I)+APRESC(I,J)*

     -                     
RHSIDE(J-NOBAND+II)


END DO


END DO

      RETURN


END

Na kraju, potprogram Output ispisuje rezultate u obliku potencijala u svim čvorovima i reakcija u čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom.


SUBROUTINE OUTPUT 

$INCLUDE: 'MODEL02.INC' 

C 

C


WRITE(LUNOUT,*)


WRITE(LUNOUT,*)


WRITE(LUNOUT,*)

C


WRITE(LUNOUT,*) 'Nodal value of potential'


WRITE(LUNOUT,*)

C


WRITE(LUNOUT,'(1X,5F10.3)') (RHSIDE(I),I=1,NONODE)

C

C


WRITE(LUNOUT,*) 'Reactions or flow rate in the prescribed 

C    +                 potential nodes'


WRITE(LUNOUT,*)

C

      DO I=1,NOPRES


WRITE(LUNOUT,'(1X,I10,2X,E25.15)') INDPRESC(I), REAC(I)

C


END DO

      RETURN


END

PRIMJER 3:

Uzima se primjer iz knjige (Jović, 1993, str. 197), problem provođenja topline u izotropnoj jednoliko zagrijavanoj kvadratnoj ploči dimenzija 10*10(m). Vrijednost produkcije toplinskog polja je 2.4, koeficijent provođenja je 2.0, a temperatura na cijelom rubu je 0. Četvrtina ploče prikazana je na slici 3.
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Slika 3. Četvrtina jednoliko zagrijavane ploče s prikazanim rubnim uvjetima.

Koristi se simetrija oko obje osi da bi se s manjim brojem konačnih elemenata dobili rezultati s dovoljnom točnošću. Na osnovi ulaznog filea Poisson.inp (Jović, 1993) proračunati su potencijali u svim čvorovima i reakcije u čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom i prikazani su u fileu Poisson.out. Naravno, potencijali su isti kao i knjizi. Reakcije moraju biti u ravnoteži s vanjskim toplinskim opterećenjem.

 Očito da vrijedi relacija:
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Poisson.out

Nodal value of potential

      8.840     8.766     8.538     8.155     7.605

      6.880     5.963     4.839     3.485     1.880

       .000     8.766     8.467     7.544     5.918

      3.461      .000     8.538     8.467     8.249

      7.882     7.355     6.660     5.778     4.695

      3.386     1.830      .000     8.155     7.882

      7.038     5.542     3.259      .000     7.605

      7.544     7.355     7.038     6.580     5.974

      5.200     4.243     3.075     1.672      .000

      6.880     6.660     5.974     4.745     2.828

       .000     5.963     5.918     5.778     5.542

      5.200     4.745     4.157     3.421     2.505

      1.379      .000     4.839     4.695     4.243

      3.421     2.093      .000     3.485     3.461

      3.386     3.259     3.075     2.828     2.505

      2.093     1.560      .899      .000     1.880

      1.830     1.672     1.379      .899      .000

       .000      .000      .000      .000      .000

       .000      .000      .000      .000      .000

       .000

Reactions or flow rate in the prescribed potential nodes

         11         -1.35384

         17         -5.36248

         28         -2.64071

         34         -5.08652

         45         -2.42876

         51         -4.49321

         62         -2.04551

         68         -3.46771

         79         -1.34405

         85         -1.75561

         86         -1.35384

         87         -5.36248

         88         -2.64070

         89         -5.08651

         90         -2.42876

         91         -4.49321

         92         -2.04551

         93         -3.46771

         94         -1.34405

         95         -1.75562

         96          -.04325

PRIMJER 4:
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Slika 4. Prihranjivanje iz kanala koji je potpuno penetriran u vodonosni sloj.

Na slici 4 prikazan je jedan praktični problem prihranjivanja iz kanala 2 sa stalnim nivoom vodnog lica H u drenažni sustav 1 iz kojeg se crpljenjem održava nivo yn. U kanal 2 se unosi otpadna voda “raznog porijekla” i kroz najmanje 60 dana pročišćava se tečenjem kroz vodonosnik 3 duljine L. U tom slučaju pročišćena crpljena voda služi za navodnjavanje poljoprivrednih površina. Također se često stvara kolmirani sloj na dnu kanala 1 što rezultira padom vodnog lica 5 u tom sloju i reducira se izdašnost vodonosnika. U slučaju da kanal 1 nije potpuno penetriran u vodonosni sloj također se reducira izdašnost vodonosnika. U ovom primjeru odabrano je prihranjivanje iz kanala koji je potpuno penetriran u vodonosni sloj bez kolmiranog sloja. Visina H je 10 (m), visina yn =5 (m), duljina L=50(m), a propusnost izotropnog vodonosnika je 0.001 (m/s). Rubni uvjeti su definirani visinama H i yn na obje vertikalne granice, te nepropusnim vodnim licem 5 s gornjem strane i nepropusnim dnom s donje strane vodonosnika. Ulazni i izlazni fileovi su Pr1.inp i Pr2.out su dani dolje, respektivno.

Pr1.inp

45    10    1   10    0     0     

     1      .000      .000

     2      .000     2.500

     3      .000     5.000

     4      .000     7.500

     5      .000    10.000

     6     5.000      .000

     7     5.000     4.750

     8     5.000     9.950

     9    10.000      .000

    10    10.000     2.250

    11    10.000     4.500

    12    10.000     7.150

    13    10.000     9.800

    14    15.000      .000

    15    15.000     4.250

    16    15.000     9.550

    17    20.000      .000

    18    20.000     2.000

    19    20.000     4.000

    20    20.000     6.600

    21    20.000     9.200

    22    25.000      .000

    23    25.000     3.750

    24    25.000     8.750

    25    30.000      .000

    26    30.000     1.750

    27    30.000     3.500

    28    30.000     5.850

    29    30.000     8.200

    30    35.000      .000

    31    35.000     3.250

    32    35.000     7.550

    33    40.000      .000

    34    40.000     1.500

    35    40.000     3.000

    36    40.000     4.900

    37    40.000     6.800

    38    45.000      .000

    39    45.000     2.750

    40    45.000     5.950

    41    50.000      .000

    42    50.000     1.250

    43    50.000     2.500

    44    50.000     3.750

    45    50.000     5.000

     1     1     1     6     9    10    11     7     3     2   0.0

     2     1     3     7    11    12    13     8     5     4   0.0

     3     1     9    14    17    18    19    15    11    10   0.0

     4     1    11    15    19    20    21    16    13    12   0.0

     5     1    17    22    25    26    27    23    19    18   0.0

     6     1    19    23    27    28    29    24    21    20   0.0

     7     1    25    30    33    34    35    31    27    26   0.0

     8     1    27    31    35    36    37    32    29    28   0.0

     9     1    33    38    41    42    43    39    35    34   0.0

    10     1    35    39    43    44    45    40    37    36   0.0

     1    0.001   0.0  0.0  0.001   

     1    10.000

     2    10.000

     3    10.000

     4    10.000

     5    10.000

    41     5.000

    42     5.000

    43     5.000

    44     5.000

    45     5.000

Pr1.out

 Nodal value of potential

     10.000    10.000    10.000    10.000    10.000

      9.597     9.599     9.605     9.190     9.191

      9.194     9.199     9.206     8.775     8.780

      8.799     8.346     8.347     8.352     8.362

      8.378     7.897     7.905     7.937     7.422

      7.424     7.431     7.447     7.469     6.910

      6.920     6.966     6.348     6.351     6.362

      6.378     6.408     5.711     5.724     5.782

      5.000     5.000     5.000     5.000     5.000

Reactions or flow rate in the prescribed potential nodes

          1       .669619000000000E-04

          2       .267770100000000E-03

          3       .133353300000000E-03

          4       .264900000000000E-03

          5       .657411200000000E-04

         41      -.650264600000000E-04

         42      -.236706600000000E-03

         43      -.142017700000000E-03

         44      -.235313100000000E-03

         45      -.119600000000000E-03

Potencijali ili piezometarske visine se kreću između 5 i 10 metara što je očekivano s obzirom na rubne vrijednosti koje diktiraju tu promjenu. Reakcije na oba ruba se moraju uravnotežiti jer vanjskog prihranjivanja ni crpljenja nema unutar područja. Suma svih reakcija ili rubnih dotoka je veoma bliska nuli što govori o dovoljnoj točnosti proračuna. Crpljenje u drenažnom kanalu1 koje je bilo nepoznato sada je određeno pomoću proračuna reakcija pod uvjetom da se visine u oba kanala 1 i 2 drže na pretpostavljenim nivoima. Promjena nivoa u oba kanala utjecati će na promjenu crpljenja, tj. izdažnosti vodonosnika (slika 5).

Slika 5 prikazuje ovisnost promjene nivoa H u kanalu i nivoa yn u bunaru na protok q i retencijsko vrijeme t. Na dijagramu je crtkanom linijom označeno područje primjene. Generalno, veća razlika nivoa utječe na povećanje protoka i smanjenje retencijskog vremena. Dijagram ima smisla samo u slučaju kada je visina H u kanalu veća od visine yn u bunaru jer inače nema prihranjivanja i crpljenje se ne može ostvariti. Dakle, za isti H, manji yn daje veće protoke i manja retencijska vremena. S druge strane za isti yn, veći H daje veće protoke i manja retencijska vremena. Područje primjene dobiva se s obzirom na kriterije: s>1 (m) i t>60 (dana).
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Slika 5.Efekt promjene nivoa vode u kanalu i bunaru na protok q i retencijsko vrijeme t.

5. MODEL03

Stacionarno programsko rješenje MODEL03 (Jović, 1993) rješava navedene jednadžbe provođenja koristeći numeričku biblioteku Konelib. Rješenje može koristiti po volji korisnika različite tipove elemenata (1 – D, 2 – D i 3 – D), tenzor provođenja ima sve komponente i na elementu je konstantan, produkcija je varijabilna, ali konstantna na elementu, prirodni rubni uvjet, tj. tok funkcije rješenja je varijabilan, ali konstantan na elementu, te se prisilni rubni uvjeti zadovoljavaju točno u čvorovima na dijelu ruba na kojem su specificirani. U ovoj točki će se dodati proračun reakcija ili rubnih protoka u čvorovima u kojima je zadan prisilni rubni uvjet. Prema navedenom vidi se da je ovo rješenje veoma slično rješenju MODEL02. Glavna razlika je u načinu rješavanja sustava (10), odnosno globalnog sustava jednadžbi. Ovdje se sustav rješava frontalnim postupkom s ugrađenim predfrontom (obilježavanje zadnjeg pojavljivanja nekog čvora u listi veza po elementima). Ovaj postupak je vrlo prikladan za konačne elemente i koristi sve prirodne, komparativne prednosti metode za što efikasnije rješavanje sustava. Postupak računanja reakcija je formalno isti kao i u prijašnjim točkama. Jedina je pogodnost što se sada koristi jednostavnost frontalnog postupka i računanje reakcija je napravljeno s minimalnim brojem dodanih naredbi. Nadalje, prikazat će se samo dijelovi programa MODEL03 koji su doživjeli promjene radi proračuna reakcija.

Model03.inc je na isti način promijenjen kao i Model02.inc, pa se ovdje izostavlja. U potprogramu Frontu jednadžbe koje pripadaju čvorovima s prisilnim rubnim uvjetom zapisuju se na disk u temporary file i zamjenjuju s novim jednadžbama na isti način kao i prije. U potprogramu Frontb sve jednadžbe se učitavaju i računaju se nepoznanice sustava (10). Nakon toga se računaju reakcije. Bitan je redoslijed kojim se jednadžbe zapisuju i kasnije učitavaju, pošto je taj redoslijed obrnut u ova dva potprograma. Lista varijabli u potprogramu Frontb je nadopunjena novim poljima potrebnim za proračun reakcija. Ta se promjena mora promijeniti i u potprogramu Steady.for, dok je sve ostalo nepromijenjeno. Poprogram Output je promijenjen na isti način kao i u rješenju MODEL02, pa se ovdje izostavlja. To su sve potrebne promjene za proračun reakcija.

SUBROUTINE FRONTU(NOELND,LELNOD,AA,BB,XX,INFOBDC,BDCVAL,LUN)

C

$INCLUDE: 'FRONT1.INC'

C

C     frontalni postupak - faza slaganja i eliminacije

C

C     NOELND - broj cvorova na elementu

C     LELNOD - lista cvorova na elementu

C     AA,BB  - matrica i vektor konacnog elementa

C     XX     - vektor rjesenja po cvorovima

C     INFOBDC - informacije o tipu cvora

C               =0 za cvor bez rubnih uvjeta

C               =1 za cvor sa zadaniom vrijednoscu rjesenja

C               =2 za cvor sa skoncentriranim rubnim doprinosom

C     BDCVAL - vrijednosti rubnih uvjeta

C     LUN    - logicka jedinica za zapis u file

C

      INTEGER INFOBDC(1)

      DIMENSION BDCVAL(1) 

      DIMENSION LELNOD(NOELND)

      DIMENSION AA(NOELND,NOELND),BB(NOELND),XX(1)

C

C     duzina fronta, vektor aktivnih cvorova, vektor pozicija

C

      CALL FLACT(NOELND,LELNOD,NACTIV,MXACTV,KAMO,LACTIV)

C

C     popunjavanje front. matrice i vektora novim koeficijentima

C     iz matrice i vektora elementa

C

      DO 1000 J=1,NOELND

      JJ=KAMO(J)

      FPRVEC(JJ)=FPRVEC(JJ)+BB(J)

      DO 1000 I=1,NOELND

      II=KAMO(I)

1000  FPRMEM(II,JJ)=FPRMEM(II,JJ)+AA(I,J)

C

C     pretrazi za sve aktivne cvorove

C

      DO 9000 IACTIV=1,NACTIV

C

C     negativni cvor je spreman za eliminaciju

C

      IF(LACTIV(IACTIV).GE.0) GO TO 9000

C

C     najprije sredi rubne uvjete

C

      INODE=IABS(LACTIV(IACTIV))

C     preskoci ako nije rubni uvjet

      IF(INFOBDC(INODE).EQ.0) GO TO 88


IF(INFOBDC(INODE).EQ.1) THEN

C     zadana vrijednost rjesenja u cvoru:

C

C     prvo zapisi rubnu jednadzbu sa svim informacijama na disk radi 

C     kasnijeg racunanja reakcija ili rubnih dotoka u cvorovima u kojima

C     je zadan prisilni rubni uvjet

C

      NUMEQU=NUMEQU+1

C

      WRITE(LUN,REC=NUMEQU)

     :      IACTIV,NACTIV,(LACTIV(K),K=1,NACTIV),

     :      FPRVEC(IACTIV),(FPRMEM(IACTIV,K),K=1,NACTIV),

     :      (TMPVEC(K),K=1,NACTIV)


      FPRVEC(IACTIV)=BDCVAL(INODE)-XX(INODE)

      
DO 87 L=1,NACTIV

87    
FPRMEM(IACTIV,L)=0.

      
FPRMEM(IACTIV,IACTIV)=1.


ELSE

C     zadan prirodni rubni uvjet



FPRVEC(IACTIV)=FPRVEC(IACTIV)+BDCVAL(INODE)


ENDIF

88    CONTINUE

C

C     eliminiraj cvor po retcima i stupcima

      DO 12 J=1,NACTIV

      IF(J.EQ.IACTIV) GO TO 12

      IF(LACTIV(J).EQ.0) GO TO 12

      TMPVEC(J)=-FPRMEM(J,IACTIV)/FPRMEM(IACTIV,IACTIV)

      FPRVEC(J)=FPRVEC(J)+TMPVEC(J)*FPRVEC(IACTIV)

      DO 13 K=1,NACTIV

13    FPRMEM(J,K)=FPRMEM(J,K)+TMPVEC(J)*FPRMEM(IACTIV,K)

12    CONTINUE

C

C     zapisi eliminiranu jednadzbu sa svim informacijama na disk

C

      NUMEQU=NUMEQU+1

C

      WRITE(LUN,REC=NUMEQU)

     :      IACTIV,NACTIV,(LACTIV(K),K=1,NACTIV),

     :      FPRVEC(IACTIV),(FPRMEM(IACTIV,K),K=1,NACTIV),

     :      (TMPVEC(K),K=1,NACTIV)

C

C     oslobodi prostor u frontalnoj matrici i vektoru

      DO 14 K=1,NACTIV

      TMPVEC(K)=0.

      FPRMEM(K,IACTIV)=0.

14    FPRMEM(IACTIV,K)=0.

      FPRVEC(IACTIV)=0.

9000  CONTINUE

C

C     odredi stanje fronta nakon izvrsene eliminacije

      CALL FLDEA(NACTIV,LACTIV)

C

      RETURN

      END

C

      SUBROUTINE FRONTB(LUN,XX,INFOBDC,INDP,RC)

C

$INCLUDE: 'FRONT1.INC'

C

      DIMENSION XX(1),INDP(1),RC(1),INFOBDC(1)

C

C     frontalni postupak - faza  proracuna nepoznanica i rubnih dotoka

C

C     LUN     -    jedinica za citanje zapisa

C     XX(M)   -    vektor rjesenja po cvorovima

C
INDP(M) -    indeks cvora s prisilnim rubnim uvjetom

C     RC(M)   -    rubni dotok u cvoru s prisilnim rubnim uvjetom

C

      NP=0

1500  CONTINUE

      IF(NUMEQU.EQ.0) RETURN

C

      READ(LUN,REC=NUMEQU)

     :    IACTIV,NACTIV,(LACTIV(K),K=1,NACTIV),FPRVEC(IACTIV),

     :    (TMPVEC(K),K=1,NACTIV)

C

      INODE=IABS(LACTIV(IACTIV))

C

      DO 100 K=1,NACTIV

      IF(K.EQ.IACTIV) GO TO 100

      IF(LACTIV(K).EQ.0) GO TO 100

      FPRVEC(IACTIV)=FPRVEC(IACTIV)-TMPVEC(K)*FPRVEC(K)

100   CONTINUE

C     rjesenje za aktivni cvor

      FPRVEC(IACTIV)=FPRVEC(IACTIV)/TMPVEC(IACTIV)

C

C     izracunaj cvorno rjesenje prema Newtonovoj metodi

C     za nelinearne jednadzbe

      XX(INODE)=XX(INODE)+FPRVEC(IACTIV)

C

      NUMEQU=NUMEQU-1

      IF (INFOBDC(INODE).EQ.1) THEN


NP=NP+1

C

C     racunanje rubnih dotoka u cvorovima s prisilnim rubnim uvjetom

C

C

      READ(LUN,REC=NUMEQU)

     :    IACTIV,NACTIV,(LACTIV(K),K=1,NACTIV), RC(NP),

     :    (TMPVEC(K),K=1,NACTIV)

C

      RC(NP)=(-1.0)*RC(NP)


INDP(NP)=INODE

C

      DO 101 K=1,NACTIV

      IF(LACTIV(K).EQ.0) GO TO 101

      RC(NP)=RC(NP)+TMPVEC(K)*FPRVEC(K)

101   CONTINUE

C

      NUMEQU=NUMEQU-1

     
END IF

      GO TO 1500

      END

PRIMJER 5:

Primjer je uzet iz knjige (Jović, 1993, str. 225) i prikazan je na slici 6 s pripadajućim rubnim uvjetima. Radi se o prstenu koji ima s vanjske strane konstantnu temperaturu u=100, a s unutarnje strane se hladi konstantnim toplinskim tokom q = -10. Korištena je simetrija za obje osi i devetočvorni konačni elementi, dva ruba 77 i 78 na kojima je zadan toplinski tok smatraju se elementima, samo niže dimnezionalnosti, izotropni tenzor provođenja je k=1.0, a svi ostali ulazni podaci su dani u fileu M9.out.
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Slika 6. Četvrtina prstena koji se s unutrašnje strane hladi.

Rezultati su dani u izlaznom fileu M9.out. Potencijali ili temperature se vrlo dobro podudaraju s analitičkim rješenjem (Jović, 1993). Reakcije su pronađene u svim čvorovima vanjske strane prstena gdje je zadana fiksna temperatura kao prisilni rubni uvjet. Reakcije ili za ovaj problem provođenja topline količina toplinskog toka na vanjskoj strani prstena se moraju uravnotežiti s toplinskim tokom na unutrašnjoj strani prstena koji hladi cijeli prsten. 

Dakle, vrijedi slijedeća jednadžba ravnoteže toplinskog toka:
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M9.inp

25 6 1 5 0   ; NONODE,NOELEM,NOMATE,NOPRESC,NOQFLX

    1               5 -4.1020685e-009 ; I,X(I),Y(I)

    2            6.25 -1.0255184e-009

    3             7.5  2.0510316e-009

    4            8.75  5.1275815e-009

    5              10  1.6408263e-008

    6       4.6193976       1.9134171

    7       5.7742472       2.3917713

    8       6.9290962       2.8701258

    9       8.0839462       3.3484802

   10       9.2387953       3.8268344

   11       3.5355339       3.5355339

   12       4.4194174       4.4194174

   13       5.3033009       5.3033009

   14       6.1871843       6.1871843

   15       7.0710678       7.0710678

   16       1.9134172       4.6193976

   17       2.3917716       5.7742472

   18       2.8701258       6.9290962

   19         3.34848       8.0839462

   20       3.8268342       9.2387953

   21  8.2041316e-009               5

   22  3.0765492e-009            6.25

   23  2.0510329e-009             7.5

   24  1.0255164e-009            8.75

   25               0              10

1 4 1  1    2    3    6    7    8   11   12   13
0.0 ; lab,tip,mat,cvorovi,f

2 4 1  3    4    5    8    9   10   13   14   15
0.0

78 13 0   11    6    1
-10.0  ; lab,tip,mat,cvorovi,q

3 4 1 11   12   13   16   17   18   21   22   23
0.0

4 4 1 13   14   15   18   19   20   23   24   25
0.0

77 13 0   21   16   11
-10.0

1
 1.0 0.0 0.0 1.0   materijal, tenzor Kij

 5 100.0   ; cvor, prisilni rubni uvjet

10 100.0

15 100.0

20 100.0

25 100.0

M9.out

Nodal value of potential

     65.382    76.523    85.640    93.339   100.000

     65.348    76.494    85.613    93.317   100.000

     65.382    76.523    85.640    93.339   100.000

     65.348    76.494    85.613    93.317   100.000

     65.382    76.523    85.640    93.339   100.000

Reactions

          5      .6666043000E+01

         10      .2592270000E+02

         20      .2592266000E+02

         25      .6666049000E+01

         15      .1333209000E+02

PRIMJER 6:

Primjer 6 je isti kao primjer 4, samo što se htjelo taj problem riješiti s programom MODEL03 i provjeriti postupak računanja reakcija.  Rezultati su opet dani u izlaznom fileu Pr1.out. Također, reakcije dobivene s ova dva programska rješenja veoma se malo razlikuju i rezultat su numeričkog zaokruživanja. Eventualno, na većim sustavima mogla bi se provjeriti efikasnost frontalnog postupka u odnosu na Gaussovu eliminaciju.

Pr1.out

Nodal value of potential

     10.000    10.000    10.000    10.000    10.000

      9.597     9.599     9.605     9.190     9.191

      9.194     9.199     9.206     8.775     8.780

      8.799     8.346     8.347     8.352     8.362

      8.378     7.897     7.905     7.937     7.422

      7.424     7.431     7.447     7.469     6.910

      6.920     6.966     6.348     6.351     6.362

      6.378     6.408     5.711     5.724     5.782

      5.000     5.000     5.000     5.000     5.000

Reactions

          1      .6696093000E-04

          2      .2677636000E-03

          3      .1333493000E-03

          4      .2648942000E-03

          5      .6573973000E-04

         41     -.6502780000E-04

         42     -.2367157000E-03

         43     -.1420245000E-03

         44     -.2353204000E-03

         45     -.1196047000E-03

Na kraju, napravljena je analiza konvergencije za ovaj primjer. Zbroj reakcija na obje strane ruba je jednak i nazivamo ga protokom koji je jednak crpljenju iz drenažnog sustava. Na slici 7 i 8 prikazana je ovisnost protoka i potencijala u srednjoj točki vodnog lica 5(slika 5) o broju konačnih elemenata. Vidljivo je da postoji relativno mala razlika između rješenja s 10 i 40 elemenata. Na ovaj način, međusobnom usporedbom između dva koraka ovog testa konvergencije može se približno odrediti točnost približnog rješenja. Očito da prijašnji odabir za modeliranje s 10 elemenata nije bio loš i dobiveni rezultati su zadovoljavajući. Konačno, podjela područja na 40 elemenata dati će veoma dobre rezultate.
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Slika 7. Ovisnost protoka o broju konačnih elemenata.
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Slika 8. Ovisnost potencijala u točki T (25.0,8.75) o broju konačnih elemenata.
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